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 صفحه در یتصادف نقاط مجموعه بندیمثلث شبه یبرا یابتکار هایتمیالگور

 **ًَرالِ لیع  1*فرٍشْا ًقذُ ٌاه  *یطاّرخاً وِیفْ
 تبوغتبى ،ياعلاه آساد داًؾگبُ، َتزیوبهپ يهٌْذع داًؾىذُ ،وبرؽٌبعي ارؽذ *

 لشٍييي،اعلاه آساد داًؾگبُهٌْذعي ثزق ٍ وبهپیَتز، داًؾىذُ ،اعتبديبر **

 

 20/06/1392تبريخ پذيزػ:    31/03/1392تبريخ دريبفت: 

 چکیذُ

 ٌّذعِ در ؽذُ هطزح هتٌَع هغبئل ثزاي ّبييالگَريتن يبفتي

 جشٍ ففحِ در ًمبط هجوَػِ ثٌذيهثلث ؽجِ هغئلِ جولِ اس يهحبعجبت

 وبهپیَتز ػلن داًؾوٌذاى فىزي سهیٌِ تبوٌَى وِ اعت يػلو هَضَػبت

 n اس ايهجوَػِ وِ S ثٌذيهثلث ؽجِ. اعت دادُ اختقبؿ خَد ثِ را

 طزيك اس ًمبط هجوَػِ ايي هحذة يپَعتِ افزاس اعت، ففحِ در ًمطِ

 در ثز را ًمبط ّوِ وِ ثبؽذهي هثلثؽجِ تؼذادي ثِ يبل چٌذيي اتقبل

 ؽذُ ثزرعي گًَبگًَي ثْیٌگي هؼیبرّبي ثٌذيهثلث ؽجِ ثزاي. گیزدهي

-هثلث ؽجِ آى در وِ ثَدُ ّبگَؽِ ٍ ّبيبل ٍسى ثزاعبط اغلت وِ اعت

-ِث. ثبؽذهي ثبس هغبئل جشٍ ّبيبل ٍسى ووتزيي ثب ًمبط هجوَػِثٌذي 

 وِ ؽَدهي اطلاق ثٌذيهثلث ؽجِ ثِ وویٌِ ثٌذيهثلث ؽجِ ولي طَر

 تؼذاد ٍ هثلث-ؽجِ n-2 دلیمبً آى در ؽذُ ايجبد ّبيهثلثؽجِ تؼذاد

 رئَط توبهي ّوچٌیي ثبؽذ، يبل 2n-3 آى در ًیبس هَرد ّبييبل ووتزيي

 توبم يیث در وِ هؼٌي ايي ثِ ثبؽٌذ؛هي دارًَن وویٌِ ثٌذيهثلث ؽجِ يه

 داؽتِ ٍجَد π اس تز ثشري يِيساٍ هي رئَط، آى ثِ ٍاثغتِ يبيسٍا

 . ثبؽذ

 هجوَػِ ثٌذيهثلث ؽجِ ثزاي جذيذ ييّب رٍػ ارائِ همبلِ ايي ّذف

 ايي در را جذيذي الگَريتوي تفىزات ثتَاًذ تب اعت ففحِ در S ًمبط

 هحذة پَعتِ اس ّبييلايِ ايجبد وِ دّذهي ًؾبى همبلِ ايي. وٌذ ثبس سهیٌِ

 هٌجز خبؿ الگَريتن دٍ ثب ّب آى ثٌذيهثلث ؽجِ ٍ ًمبط هجوَػِ ثزاي

 جذيذ الگَريتوي ّوچٌیي. ؽذ خَاّذ وویٌِ ثٌذيهثلث ؽجِ تَلیذ ثِ

-هي ارائِ ؽذُ ثٌذيهثلث ؽجِ حلشًٍي عبدُ چٌذضلؼي يه ايجبد ثزاي

 وبرثزدي، هْن سهیٌِ دٍ در تقبدفي عبدُ ّبيچٌذضلؼي تَلیذ وِ دّذ

 ًیبس هَرد پزداسًذُ سهبى ارسيبثي ٍ ّبالگَريتن ػولىزد ثزرعي ؽبهل

 .ثبؽذهي اّویت حبئش ّب،الگَريتن

 ٍ هحذة زُیسًج هحذة، پَعتِ ،ثٌذيهثلث ؽجِ :ٍاشگاى كلیذ

 .عبدُ يچٌذضلؼ ت،يرٍ تیلبثل همؼز،

 هقذهِ .1

 Pocchiolaتَعط  1993ثٌذي در عبل هثلثهثلث ٍ ؽجِػٌبٍيي ؽجِ

 ٍVegter ُثٌذي هثلثؽجِ 1990اًذ. در اٍايل عبل هطزح ؽذ

 صئَدسيهّبي ثٌذيًبم هثلثّب در ٌّذعِ هحبعجبتي تحت چٌذضلؼي

[. هغیز صئَدسيه وَتبّتزيي هغیز ثیي دٍ ًمطِ در يه 1ثیبى ؽذُ اعت]

وٌذ. يه چٌذضلؼي ثَدُ وِ ّیچ يه اس اضلاع چٌذضلؼي را لطغ ًوي

-هثلث، يه چٌذضلؼي عبدُ در ففحِ دلیمبً ثب عِ رأط هحذة هيؽجِ

ّب را ّب، گَؽِس يبلًبهٌذ ٍ عِ سًجیزُ همؼز ارا گَؽِ هي ّب آىثبؽذ وِ 

ًمطِ در ففحِ   اي اس هجوَػِ  وٌذ. فزك وٌیذ ثِ ّن هتقل هي

-ثِ ؽجِ  ي هحذة ثٌذي اس پَعتِيه تمغین  ثٌذي هثلثاعت ؽجِ

 [.2ثبؽذ]  ّبيي اعت وِ هجوَػِ رئَط آى هثلث

ٍ  ّب گزاف[ ًؾبى دادُ وِ ثیي اعتحىبم 3] Streinu، 2000در عبل 

ّبي وویٌِ ارتجبط لَي ٍجَد دارد ػلاٍُ ثز ايي اٍ ثبثت ٌذيثهثلثؽجِ

-ثٌذي ًَنهثلثهَرد ًیبس در يه ؽجِ يّب بليوزد وِ تؼذاد وویٌِ 

يبل اعت. ّوچٌیي ثب اعتفبدُ اس تئَري چٌذ ٍجْي اٍيلز،        دار

اعت وِ      دار ثٌذي وویٌِ ًَنهثلثّب در يه ؽجِهثلثتؼذاد ؽجِ

[. در 4ثِ ّیچ عبختبري اس هجوَػِ ًمبط ثجش تؼذاد آى ثغتگي ًذارد]

 تز ثشريثٌذي، رأعي وِ در ثیي توبم سٍايبي آى يه ساٍيِ يه ؽجِ هثلث
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ؽَد. توبهي رئَط يه ؽجِ دار ًبهیذُ هيٍجَد داؽتِ ثبؽذ ًَن 𝜋اس 

 [.5-6] ثبؽٌذدار هيثٌذي وویٌِ ًَنهثلث

اي در ٌّذعِ هحبعجبتي هَرد ِ طَر لبثل هلاحظِّب ثثٌذيهثلثؽجِ

اًذ وِ ػوذتبً ًبؽي اس وبرثزدؽبى در تئَري اعتحىبم، تَجِ لزار گزفتِ

ّبي لبثل رٍيت، ؽؼبع ، هجوَػِّب رٍثبتريشي حزوت ثبسٍي ثزًبهِ

-ّب هيپزتبة، رديبثي تقبدم جٌجؾي ٍ ًگْجبًي وزدى اس چٌذضلؼي

ثزخي اس خَاؿ تزویجي ٍ ٌّذعي جبلت  [. ثب تَجِ ثِ ايٌى7ِ-10ثبؽذ]

ّبي افلي ّب اخیزاً وؾف ؽذُ اهب ٌَّس ثغیبري اس پزعؼثٌذيهثلثؽجِ

 [. 2] ثبلي هبًذُ اعت ّب آىثبس در هَرد 

ًمطِ   ثب   ثٌذي هجوَػِ هثلثي ؽجِدر ايي همبلِ ثِ هغئلِ

ٍ در  اي پزداختِّبي هحذة لايِتقبدفي در ففحِ ثب اعتفبدُ اس پَعتِ

-ؽَد وِ هٌجز ثِ تَلیذ ؽجِثٌذي هطزح هيهثلثآى دٍ رٍػ جذيذ ؽجِ

ثٌذي وویٌِ خَاّذ ؽذ. ّوچٌیي الگَريتوي جذيذ ثزاي ايجبد يه هثلث

-چٌذضلؼي عبدُ حلشًٍي ارائِ ؽذُ اعت وِ ثِ طَر ّوشهبى ًیش ؽجِ

ّبي عبدُ ؽَد. ثطَرولي تَلیذ چٌذضلؼيثٌذي رٍي آى اًجبم هيهثلث

 ي هْن وبرثزدي حبئش اّویت اعت: ي در دٍ سهیٌِتقبدف

 ّبثزرعي ػولىزد الگَريتن 

 ّب. ارسيبثي سهبى پزداسًذُ هَرد ًیبس الگَريتن 

تَلیذ اؽیبء ٌّذعي تقبدفي هَرد تَجِ خبؿ هحممبى لزار گزفتِ 

ثٌذي تقبدفي يىٌَاخت را تَلیذ هثلث Epsteinاعت. ثِ ػٌَاى هثبل 

 [.11اعت]هَرد هطبلؼِ لزار دادُ 

در ففحِ            ًمطِ تقبدفي   ؽبهل   هجوَػِ 

ي تقبدفي ثب تَسيغ هفزٍك اعت. ّذف ايجبد يه چٌذضلؼي عبدُ

ٍجَد داؽتِ ثبؽذ   چٌذضلؼي عبدُ رٍي   يىٌَاخت اعت )اگز 

 ّب ثب يىذيگز يىغبى ثَدُ ٍ ثزاثز احتوبل تَلیذ ّوِ ايي چٌذضلؼي

 
  

اي وِ هجوَػِ رئَط چٌذضلؼي ايجبد ؽذُ گًَِ[، ثِ 11-12اعت( ]

ثٌذي هثلثثبؽذ وِ ثِ طَر ّوشهبى ًیش ؽجِ  ؽبهل ّوِ هجوَػِ ًمبط 

 ؽَد. هي

دّین وِ ثٌذي را ًیش ارائِ هيهثلثدٍ رٍػ جذيذ ديگزي اس ؽجِ

ًغجت ثِ عِ رٍػ ديگز ٍيضگي خبفي ًذاؽتِ ٍ فمط ثِ ػٌَاى 

ٌذي هجوَػِ ًمبط تقبدفي در ففحِ ثهثلثالگَريتوي جذيذ ثزاي ؽجِ

 اًذ.  هطزح ؽذُ

 2اداهِ همبلِ ثِ ايي ؽىل عبسهبًذّي ؽذُ اعت وِ در ثخؼ 

ّبي هحذة ي ايجبد پَعتًِحَُ 3گزدد. در ثخؼ تؼبريف اٍلیِ ارائِ هي

-ّبي پیؾٌْبدي جْت ؽجِالگَريتن 4ؽَد. در ثخؼ اي ثیبى هيلايِ

 5ؽًَذ. در ثخؼ ففحِ هطزح هي ثٌذي هجوَػِ ًمبط تقبدفي درهثلث

گیزي ارائِ ًتیجِ 6ّبي پیؾٌْبدي ٍ ًْبيتبً در ثخؼ تحلیل الگَريتن

 خَاّذ ؽذ.

 ِیاٍل فیتعار .2

يه هجوَػِ  لِیثِ ٍعچٌذضلؼي عبدُ يه عطح هحذٍد ؽذُ 

-ي ثغتِ را تؾىیل هيّبيي اعت وِ يه خن عبدُخطهحذٍد اس پبرُ

رٍي هجوَػِ رئَط تقبدفي   دٌّذ. ثِ ػجبرتي، يه چٌذضلؼي عبدُ 

ّوذيگز را لطغ   جش در رئَط  ّب بلي، چٌذضلؼي اعت وِ در آى   

 وٌٌذ.ًوي

اي وِ توبم سٍايبي داخلي ثیي رئَط آى ثِ چٌذضلؼي عبدُ

. ثٌب ثز تؼزيف، گَيٌذچٌذضلؼي هحذة هيووتز ثبؽذ،   𝜋چٌذضلؼي اس 

ؽَد اگز ٍ فمط اگز ثِ س ًمبط در ففحِ هحذة ًبهیذُ هيا  هجوَػِ 

ٍالغ   وبهلاً درٍى    ، پبرُ خط ٍافل      اساي ّز دٍ ًمطِ 

تَاى ًتیجِ گزفت وِ يه چٌذضلؼي ثب ّز . پظ هي       ؽَد 

 تَاًذ هحذة ثبؽذ.ًَع فزٍرفتگي ًوي

ثبؽذ. هي پَعتِ هحذةپزوبرثزدتزيي عبختبر در ٌّذعِ رثبتیه 

 ييتز وَچه،        در ففحِ   پَعتِ هحذة هجوَػِ ًمبط 

ة(.  -2وٌذ )ؽىل را هحقَر هي  اعت وِ   چٌذضلؼي هحذة 

   ثبؽذ ّز لايِ ثب   ّبي پَعتِ هحذة هجوَػِ ًمبط تؼذاد لايِ    اگز

،  در يه هجوَػِ اس ًمبط  .             ؽَد هؼزفي هي

 𝜋اس  تز وَچهساٍيِ داخلي اویذاً  ّب آىًمبطي اس پَعتِ هحذة وِ در 

 ًبهٌذ.  هي ًمبط رأعيثبؽذ را 

هفزٍك ّغتٌذ.           ٍ           ،          عِ ًمطِ 

 ؽَد:تؼزيف هي گًَِ ييا  هبتزيظ 

  [

     
     
     

]                                            (1)  

( ثبؽذ ثیي عِ  )دتزهیٌبى هبتزيظ           وِ  يدر فَرت

          ٍجَد دارد ٍ اگز  عبػتگزديپبدراثطِ        ًمطِ 

ثِ           ٍجَد دارد ٍ  عبػتگزديثبؽذ ثیي ايي عِ ًمطِ راثطِ 

 اًذ.مطِ در يه خط ٍالغ ؽذُايي هؼٌي اعت وِ عِ ً

ّغتٌذ اگز  لبثل رٍيتدٍ ًمطِ در يه چٌذضلؼي ًغجت ثِ ّن 

خط ديگزي اس ّوبى هجوَػِ ثب ّیچ پبرُ ّب آىخط ٍافل ثیي پبرُ

را در ًظز    ٍ    هتمبطغ ًجبؽذ )در حبلت خبؿ دٍ پَعتِ هحذة 

دٍ ًمطِ رأعي    ٍ    ثبؽذ. فزك وٌیذ    درٍى    ثگیزيذ ثطَريىِ 

ثبؽٌذ، ايي دٍ ًمطِ را ًغجت ثِ ّن لبثل رٍيت    ٍ    ثِ تزتیت در 

D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 jo
r.

ira
na

ic
t.i

r 
at

 1
5:

05
 +

03
30

 o
n 

S
at

ur
da

y 
D

ec
em

be
r 

6t
h 

20
25

http://jor.iranaict.ir/article-1-211-fa.html


 صفحِ در یتصادف ًقاط هجوَعِ بٌذيهثلث شبِ يبرا يابتکار ّايتنیالگَر

05 

خط ديگزي اس ّوبى ثب ّیچ پبرُ ّب آىخط ٍافل ثیي گَيین ّزگبُ پبرُهي

 هجوَػِ هتمبطغ ًجبؽذ(.

ثبؽٌذ هي  رئَط يه چٌذضلؼي عبدُ           فزك وٌیذ 

اًذ ّبي عبػت لزار گزفتِثِوِ ايي رئَط در خلاف جْت حزوت ػمز

  δ(. 1)ؽىل 
 
  

 
اس     ٍ    را وَتبّتزيي هغیز ثیي دٍ رأط   

  δًبهین. هغیز هي  رئَط 
 
  

 
را سًجیزُ هحذة گَيٌذ اگز اس رأط   

گزد ثبؽذ در غیز رٍي هغیز آى حزوت وٌین هغیز راعت   ثِ رأط    

  δهغیز  فَرت ييا
 
  

 
 ًبهٌذ.سًجیزُ همؼز هي را  

 
 ي هحذب ٍ هقعرزًجیرُ -1شکل 

 ايّاي هحذب لایِایجاد پَستِ .3
در ايي ثخؼ ثِ ثزرعي الگَريتن ايجبد پَعتِ هحذة خَاّین 

پزداخت. جْت ايجبد پَعتِ هحذة هختقبت رئَط ٍ تزتیت اتقبل 

ّبي ثِ يىذيگز هَرد ًیبس اعت. ثزاي ايجبد پَعتِ هحذة الگَريتن ّب آى

اعتفبدُ   هتفبٍتي ٍجَد دارد وِ در ايي همبلِ اس الگَريتن گزاّبم ًغخِ

ؽذُ اعت. جْت هحبعجِ پَعتِ هحذة اثتذا ثبيذ ًمبط وزاًي را پیذا وزد 

-تزيي ًمطِ عوت راعت يه ًمطِ وزاًي هيوِ در ايي الگَريتن پبيیي

 ثز اعبط الگَريتن .ًمطِ در ففحِ هفزٍك اعت  ثب   ثبؽذ. هجوَػِ 

 ؽَد: ، هزاحل سيز طي هي اعىي گزاّبم ًغخِ 

تزيي ًمطِ عوت راعت را پیذا وزدُ ٍ ايي ًمطِ را پبيیي هزحلِ اٍل:

 ًبهین. هي   

-هزتت هي   هبثمي ًمبط ثز اعبط ساٍيِ حَل ًمطِ  هزحلِ دٍم:

داؽتِ ثبؽٌذ، يؼٌي در    ؽًَذ. در فَرتي وِ دٍ ًمطِ ساٍيِ يىغبًي ثب 

ؽَد وِ فبفلِ ثیؾتزي ثب اي در ًظز گزفتِ هيبؽٌذ ًمطِيه راعتب ث

وزدُ ٍ ثب  يگذار ًبم          دارد. عپظ ايي ًمبط را اس   ًمطِ

اي ؽىل ايجبد خَاّذ اتقبل ايي ًمبط ثِ يىذيگز يه چٌذضلؼي عتبرُ

 الف(. -2ؽذ )ؽىل 

( ٍ ًمطِ ثؼذ اس آى )رأط   تزيي ًمطِ )رأط پبيیي هزحلِ عَم:

 دارد، لطؼبً ثز رٍي پَعتِ هحذة   ( وِ ووتزيي ساٍيِ را ًغجت ثِ   

در    ؽًَذ ثطَريىِ اًذ پظ ايي دٍ رأط در پؾتِ درج هيٍالغ ؽذُ

ثبلاي پؾتِ لزار گیزد. عپظ دٍ رأط عز پؾتِ ثِ ّوزاُ رأط ثؼذي 

اي ؽىل( ثزرعي ، ٍالغ ؽذُ ثز رٍي هزس چٌذضلؼي عتبرُ  )رأط 

ؽَد. ػتگزدي يب عبػتگزدي ايي عِ رأط هتَالي تؼییي هيؽذُ ٍ پبدعب

وٌذ در غیز اگز ساٍيِ پبدعبػتگزد ثَد رأط هَرد ًظز را در پؾتِ درج هي

ؽَد ٍ ثِ ّویي تزتیت الگَريتن ػٌقز عز پؾتِ حذف هي فَرت ييا

گزدد. در ًْبيت توبم رئَعي وِ در پؾتِ لزار دارًذ ّوبى تىزار هي

 ة(. -2ثبؽٌذ )ؽىل ٍي پَعتِ هحذة هيرئَط ٍالغ ؽذُ ثز ر

 
 )الف(

 
 )ة(

 پَستِ هحذب -اي شکل. بعی ستارُچٌذضل -الف -2شکل 

-هياوٌَى ًمبط رٍي ايي پَعتِ هحذة را اس هجوَػِ ًمبط خبرج 

ٍ ثزاي ًمبط ثبلي هبًذُ ثب اًجبم هزاحل لجل، هجذداً پَعتِ هحذة  وٌین

وٌذ وِ ثِ ووتز اس عِ ًمطِ پیذا هي ؽَد ٍ ايي وبر تب سهبًي اداهِايجبد هي

. ثذيي طِ ٍ يب دٍ ًمطِ ثبلي هبًذُ ثبؽذثزعذ ثِ ايي هؼٌي وِ يب يه ًم

 ؽًَذ.اي ايجبد هيّبي هحذة لايِتزتیت پَعتِ

بٌذي هجوَعِ ًقاط هثلثّاي پیشٌْادي شبِالگَریتن .4

 تصادفی در صفحِ
  جلي،ايجبد ؽذُ در ثخؼ ل ي هحذةّبفزك وٌیذ تؼذاد لايِ

رأط      اعت ٍ          ام وِ  ي يؼٌي لايِ   ثبؽذ  

 ثبؽذ.ام هي ام در لايِ  
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 الگَريتن پیؾٌْبدي ثیؾتزيي ًمبط لبثل رٍيت. 4.1

رأعي اعت وِ ثیؾتزيي ًمبط لبثل      در ايي الگَريتن ّز رأط 

تؼذادي اس رئَط      را دارا ثبؽذ. ّز رأط      ي رٍيت اس لايِ

وٌذ. ثزاعبط ايي الگَريتن رأعي وِ ثیؾتزيي را رٍيت هي     ي لايِ

را داؽتِ ثبؽذ؛ ثِ ػٌَاى يه گَؽِ اس      ي ًمبط لبثل رٍيت اس لايِ

هثلث اًتخبة ؽذُ ٍ دٍ رأط لبثل رٍيتي وِ ووتزيي ٍ ثیؾتزيي ؽجِ

-ثِ ايي رأط دارًذ را ثِ ػٌَاى دٍ گَؽِ ديگز ؽجِ ساٍيِ لطجي را ًغجت

هثلث اس ّبي هزثَطِ ثِ ػٌَاى دٍ ضلغ ؽجِگیزين ٍ يبلهثلث درًظز هي

 ؽًَذ. ثِ دٍ رأط هَرد ًظز رعن هي     رأط 

ايي دٍ رأط لبثل      ي هحذة ي همؼزي وِ ثز رٍي لايِسًجیزُ

هثلث ضلغ عَم ؽجِوٌذ؛ ثِ ػٌَاى رٍيت را ثِ يىذيگز ٍفل هي

ي هبًذُ اس لايِؽَد. ايي الگَريتن را ثزاي ديگز رئَط ثبليهحغَة هي

ي اًتْبيي ضلغ وٌین ثب ايي ؽزط وِ ًمبط ثیي دٍ گَؽِتىزار هي    

هثلث ثذعت آهذُ در هزحلِ لجل ثِ ػٌَاى ًمبط لبثل رٍيت همؼزِ ؽجِ

 هزحلِ ثؼذ درًظز گزفتِ ًؾًَذ.

ؽَد رئَعي وِ ثیؼ ( هؾبّذُ هيالف -3ىل )وِ در ؽ طَرر ّوبى

اس دٍ رأط لبثل رٍيت دارًذ )رئَط لبثل رٍيت ثیي دٍ رأعي وِ 

چیي ووتزيي ٍ ثیؾتزيي ساٍيِ لطجي را داؽتِ(؛ ثب اعتفبدُ اس خط

 یؾتزييث   رأط    ي اًذ. اس ثیي توبهي رئَط لايًِوبيبى ؽذُ

رٍيت(؛ ثٌبثزايي در ايي  ًمبط لبثل رٍيت را دارد )چْبر ًمطِ لبثل

وِ ووتزيي ٍ ثیؾتزيي ساٍيِ لطجي    هزحلِ دٍ رأط لبثل رٍيت 

ٍ هجذداً الگَريتن ثزاي ديگز ة(  -3)ؽىل را دارًذ ثبثت ؽذُ 

ؽَد. در ًْبيت خزٍجي الگَريتن هطبثك ثب ؽىل رئَط تىزار هي

-ّب ؽجِثب اػوبل ايي الگَريتن ثز رٍي توبهي لايِ ( خَاّذ ثَد.4)

 ؽَد.ثٌذي هجوَػِ ًمبط دادُ ؽذُ در ففحِ ايجبد هيهثلث

 طَل ييوَتبّتز. الگَريتن پیؾٌْبدي 4.2

ثطَر    ي اس لايِ     ثزاعبط ايي الگَريتن ثزاي توبهي رئَط 

ؽَد. عپظ دٍ تؼییي هي     ي ؽبى اس لايِجذاگبًِ رئَط لبثل رٍيت

اٍيِ لطجي را ًغجت ثِ رئَط رأط لبثل رٍيتي وِ ووتزيي ٍ ثیؾتزيي س

ته دارًذ درًظز گزفتِ ؽذُ ٍ هجوَع فبفلِ اللیذٍعي ثیي ته      

(. الف-5ل ؽَد )ؽىؽبى هحبعجِ هيٍ دٍ رأط لبثل رٍيت      رئَط

، رأعي وِ وَتبّتزيي طَل را   ي اس لايِ     اس ثیي توبهي رئَط 

ٍ دٍ رأط لبثل هثلث اًتخبة ؽذُ اي اس ؽجِداؽتِ ثبؽذ ثِ ػٌَاى گَؽِ

رٍيتي وِ ووتزيي ٍ ثیؾتزيي ساٍيِ لطجي را ًغجت ثِ ايي رأط دارًذ را 

ّبي هزثَطِ ثِ گیزين ٍ يبلهثلث درًظز هيثِ ػٌَاى دٍ گَؽِ ديگز ؽجِ

-ثِ دٍ رأط هَرد ًظز رعن هي      هثلث اس رأطػٌَاى دٍ ضلغ ؽجِ

 ؽًَذ. 

 
 )الف(            

 
 )ة(              

 ، در هرحلِ اٍل   تعییي ًقاط قابل رٍیت براي ّر رأس از لایِ  -الف -3شکل 

ٍ تعییي هجذد ًقاط قابل رٍیت دیگر    ثابت شذى دٍ رأس قابل رٍیت  -ب

   رئَس از لایِ 

 
 خرٍجی ًْایی الگَریتن بیشتریي ًقاط قابل رٍیت -4شکل 

الف( هجوَع فبفلِ اللیذٍعي دٍ دٍرتزيي رأط -5ثزاعبط ؽىل )

ووتزيي همذار را داؽتِ،    ي اس لايِ   لبثل رٍيت ًغجت ثِ رأط 

ثبثت ؽذُ )هطبثك ثب    ثٌبثزايي در ايي هزحلِ رئَط لبثل رٍيت رأط 
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ؽَد. در ة( ٍ هجذداً الگَريتن ثزاي ديگز رئَط تىزار هي-5ؽىل 

 :( خَاّذ ثَد6گَريتن هطبثك ثب ؽىل )ًْبيت خزٍجي ال

 
 )الف(           

 
 )ة(            

در هرحلِ اٍل بر    تعییي ًقاط قابل رٍیت براي ّر رأس از لایِ  -الف -5شکل 

ٍ تعییي هجذد     ثابت شذى دٍ رأس قابل رٍیت -ب، اساس فاصلِ اقلیذٍسی

   ًقاط قابل رٍیت دیگر رئَس از لایِ 

 
 كَتاّتریي طَلخرٍجی ًْایی الگَریتن  -6شکل 

ي همؼزي وِ ثز در ايي الگَريتن ًیش ّوبًٌذ الگَريتن لجلي سًجیزُ

ايي دٍ رأط لبثل رٍيت را ثِ يىذيگز ٍفل       ي هحذةرٍي لايِ

ؽَد. ايي الگَريتن را هثلث هحغَة هيوٌذ؛ ثِ ػٌَاى ضلغ عَم ؽجِهي

وٌین ثب ايي تىزار هي    ي هبًذُ اس لايِهجذداً ثزاي ديگز رئَط ثبلي

هثلث ثذعت آهذُ ي اًتْبيي ضلغ همؼزِ ؽجِؽزط وِ ًمبط ثیي دٍ گَؽِ

در هزحلِ لجل ثِ ػٌَاى ًمبط لبثل رٍيت هزحلِ ثؼذ درًظز گزفتِ ًؾًَذ. 

ثٌذي هجوَػِ ًمبط هثلثّب ؽجِثب اػوبل ايي الگَريتن ثز رٍي توبهي لايِ

ايي الگَريتن  ٌىِيثِ اؽَد. ثب تَجِ ِ ايجبد هيدادُ ؽذُ در ففح

ثٌذي هثلثّبي ؽجِوٌذ جشٍ الگَريتنثزاعبط وَتبّتزيي طَل ػول هي

 ؽَد.هجوَػِ ًمبط ثب ووتزيي ّشيٌِ درًظز گزفتِ هي

  دارثٌذي وویٌِ ًَنهثلثؽجِپیؾٌْبدي  ّبيالگَريتن .4.3
ثزاي اًجبم الگَريتن اثتذا اس ثیي توبم رئَط لبثل رٍيت ّز رأط 

، دٍ رأط لبثل رٍيتي وِ ووتزيي ٍ ثیؾتزيي ساٍيِ لطجي را ًغجت ثِ     

گزدًذ. ايي رأط دارًذ ثِ ػٌَاى دٍ دٍرتزيي رأط لبثل رٍيت هٌظَر هي

أط ، دٍ ر     ًغجت ثِ لايِ    ثذيي تزتیت ثزاي توبهي رئَط لايِ 

ؽىل  طَر طَّوبى ّوبىلبثل رٍيت ٍجَد خَاّذ داؽت. ثِ ػٌَاى هثبل 

، چْبر رأط   اس لايِ هحذة    الف( ًؾبى دادُ ؽذُ اعت رأط -7)

ثِ    ٍ    وٌذ وِ رٍيت هي     را اس لايِ هحذة    ٍ          

 ة(.-7ؽًَذ )ؽىلػٌَاى دٍ دٍرتزيي رأط لبثل رٍيت اًتخبة هي

 
 ف()ال

 
 )ة(

دٍ دٍرتریي رأس  -. ب   از لایِ    رئَس قابل رٍیت رأس  -الف -7شکل 

    قابل رٍیت رأس 

اي ّبي هحذة لايِوِ ثیبى ؽذ، توبهي رئَط در پَعتِ طَر ّوبى

ًغجت ثِ لايِ ثؼذي خَد دٍ دٍرتزيي رأط لبثل رٍيت دارًذ. در ايي 

ثٌذي ثبيذ يىي اس ايي دٍ رأط اًتخبة ؽًَذ هثلثثخؼ ثزاي ايجبد ؽجِ
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دٍ رٍػ جذيذ ثزاي اًتخبة يىي اس دٍ رأط لبثل رٍيت  اداهِوِ در 

 .ؽَدثٌذي هطزح هيهثلثجْت ؽجِ

 گزد اًتخبة رئَط لبثل رٍيت عبػت الگَريتن .4.3.1

گزد، اس ثیي دٍ دٍرتزيي در رٍػ اًتخبة رئَط لبثل رٍيت عبػت

ؽَد وِ ثیي رأط هَرد ؽذُ، رأعي اًتخبة هي رأط لبثل رٍيت تؼییي

ٍ دٍ رأط لبثل رٍيت آى راثطِ عبػتگزدي ثزلزار ثبؽذ.    ًظز اس لايِ 

در ًظز گزفتِ ٍ دٍ رأط      ام را   ثٌبثزايي رأط هَرد ًظز در لايِ 

        رأط لبثل رٍيت( ٍ ييتز هيًشد)اًذيظ        لبثل رٍيت را 

ًبهین. چزخؼ اس رأط هَرد ًظز زيي رأط لبثل رٍيت( هي)اًذيظ دٍرت

-عبػت (                 ثِ دٍ رأط لبثل رٍيت را ثزرعي وزدُ اگز 

ؽَد در فَرتي وِ هتقل هي       ٍ      خط ثیي گزد ثبؽذ پبرُ

هتقل         ٍ      خط ثیي گزد ثبؽذ پبرُعبػت(                  

گزد ؽَد. ثب اتقبل ايي خطَط در ّز لايِ رئَط لبثل رٍيت عبػتهي

 الف(-8ؽًَذ )ؽىلتَلیذ هي

 
 )الف(

 
 )ة(                               

اًتخاب  -. ب     گرد براي رأس اًتخاب رأس قابل رٍیت ساعت -الف -8شکل 

      گرد براي رأسرأس قابل رٍیت پادساعت

 گزد عبػتپبداًتخبة رئَط لبثل رٍيت  الگَريتن .4.3.2
گزد، اس ثیي دٍ در رٍػ اًتخبة رئَط لبثل رٍيت پبدعبػت

ؽَد وِ ثیي دٍرتزيي رأط لبثل رٍيت تؼییي ؽذُ، رأعي اًتخبة هي

-رٍيت آى راثطِ پبدعبػت ٍ دٍ رأط لبثل   رأط هَرد ًظز اس لايِ 

 ام را   گزدي ثزلزار ثبؽذ. ثذيي تزتیت وِ، رأط هَرد ًظز در لايِ 

ًبهین. هي       ٍ         درًظز گزفتِ ٍ دٍ رأط لبثل رٍيت را     

چزخؼ اس رأط هَرد ًظز ثِ دٍ رأط لبثل رٍيت را ثزرعي وزدُ اگز 

       ٍ      خط ثیيگزد ثبؽذ پبرُپبدعبػت                   

 .گزد ثبؽذعبػتپبد (                 ؽَد در فَرتي وِ هتقل هي

ؽَد. ثب اتقبل ايي خطَط در ّز هتقل هي       ٍ       خط ثیي پبرُ

 ة(.-8ؽًَذ )ؽىلگزد تَلیذ هيلايِ رئَط لبثل رٍيت پبدعبػت

اس دٍ رٍػ چٌبًچِ يىي اس دٍ رٍػ هطزح ؽذُ ٍ يب تزویجي 

( را ّب، تٌْب يىي اس دٍ رٍػ اعتفبدُ ؽَدثطَريىِ ثزاي ّز يه اس لايِ)

ّبي هحذة هطبثك اي اػوبل وٌین لايِّبي هحذة لايِثز رٍي پَعتِ

 ؽًَذ.ثٌذي هيهثلثؽجِ 9ؽىل 

 
 دگرپادساعت رٍش بِ الگَریتن خرٍجی -9 شکل

 ثٌذي ؽذُهثلثايجبد چٌذضلؼي عبدُ حلشًٍي ؽجِ الگَريتن .4.4

الگَريتن پیؾٌْبدي ؽبهل دٍ هزحلِ اعت وِ ثب اػوبل ايي دٍ هزحلِ 

درپي در ًْبيت ي پيّبهثلثثب ايجبد ؽجِ ،ّبي هحذةثز رٍي لايِ

 ؽَد.ثٌذي ؽذُ حبفل هيهثلثچٌذضلؼي حلشًٍي ؽىل ؽجِ
 مرحله اول الگوریتم: 

ي تزيي لايِ) ثیزًٍي   را در ًظز گزفتِ ٍ رٍي      -گبم اٍل

     ًمطِ ؽزٍع اًتخبة ًوَدُ ٍ آى را  ثِ ػٌَاىهحذة( يه ًمطِ را 

 ًبهین. هي

گزد دٍ ًمطِ ديگز را ثِ تزتیت اًتخبة در جْت پبدعبػت -گبم دٍم

 ثِ ػٌَاىًوبيین. ايي عِ ًمطِ را هي يگذار ًبم      ٍ     را  ّب آىٍ 

را          ٍ          ّبي خطپبرُ هثلث درًظز گزفتِ ٍرئَط ؽجِ

 وٌین.ايجبد هي
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     خط ٍافل ثیي دٍ رأط در ايي گبم جْت ايجبد پبرُ -گبم عَم

خط هذوَر ، پبرُ     ي ، در فَرت ػذم ٍجَد تمبطغ ثب لايِ     ٍ 

ثِ      ايٌقَرت ثبيذ اس رأط  زیدر غالف(، -10ؽَد )ؽىل رعن هي

-وِ ثب ايي دٍ رأط سًجیزُ همؼز هي     ي ، ًمبطي اس لايِ     رأط 

هثلث عبسًذ اًتخبة ٍ رعن ؽًَذ. در ايي هزحلِ اس الگَريتن يه ؽجِ

 ة(.-10ايجبد ؽذُ اعت )ؽىل

 
 )الف(

 
 )ة(

     تقاطع با لایِ  -. ب     ا لایِ عذم تقاطع ب -الف -11شکل 

ثؼذي ثبيذ هَلؼیت هىبًي رئَط  هثلثثزاي ايجبد ؽجِ -گبم چْبرم

 ثب درًظز گزفتي ؽزايط سيز تغییز يبثٌذ:      ٍ      ،     

         خط در فَرت تمبطغ پبرُ     هَلؼیت هىبًي ًمطِ  الف(

ي رٍي سًجیزُ     تغییز وزدُ ٍ ثِ ًمطِ هجبٍر رأط      ي ثب لايِ

 الف(.-11)ؽىل يبثذ همؼز تغییز هىبى هي

فؼلي هٌتمل ؽذُ ٍ       ثِ هَلؼیت هىبًي رأط       رأط  ة(

      را رأط     ي گزد رٍي لايًِمطِ هجبٍر آى در جْت پبدعبػت

 ة(.-11الف ٍ -11وٌین )ؽىل را ايجبد هي         خط ًبهیذُ ٍ پبرُ

 

 
 )الف(

 
 )ة(

َس هثلث در صَرت ٍجَد تقاطع با لایِ تغییر هَقعیت هکاًی رئ -الف -11شکل 

     تغییر هَقعیت هکاًی رئَس هثلث در صَرت عذم تقاطع با لایِ  -. ب    

 هزحلِ دٍم الگَريتن: 

، در ايي هزحلِ اس ثیي ًمبط   ي ثب هلالبت آخزيي ًمطِ رٍي لايِ

وِ در ايجبد سًجیزُ همؼز در هزحلِ اٍل       يهبًذُ رٍي لايِثبلي

اًذ، دٍرتزيي ًمطِ لبثل رٍيت  ًغجت ثِ آخزيي الگَريتن اعتفبدُ ًؾذُ

ًبهین ٍ هي  را پیذا وزدُ آى را       يؼٌي رأط   ي ًمطِ رٍي لايِ

ثِ       وٌین. ّوچٌیي اس رأط خط ٍافل ثیي آى دٍ را رعن هيپبرُ

ّبي خطحزوت وزدُ ٍ ثِ تزتیت پبرُ     ي لايِ ًمطِ لبثل رٍيت رٍي

 ًوبيین.ٍافل ثیي ًمبط هَجَد در ايي هغیز را رعن هي

ي ٍارد لايِ      ثؼذ اس اتوبم ايي دٍ هزحلِ، ثب در ًظز گزفتي 

ي دٍم ثؼذي ؽذُ ٍ ًمطِ هجبٍر ثِ دٍرتزيي ًمطِ لبثل رٍيت )در هزحلِ

ثِ ػٌَاى ًمطِ ؽزٍع ايي لايِ درًظز  گزد رااس الگَريتن( در جْت عبػت

هبًذُ )ثجش گیزين ٍ اس گبم دٍم هزحلِ اٍل، الگَريتن را ثب ًمبط ثبليهي

دّین ٍ هزاحل را تب دٍرتزيي ًمطِ لبثل رٍيت( در ايي لايِ، اداهِ هي

الف(. ثذيي تزتیت ثب تىزار هزاحل -12وٌین )ؽىل تىزار هي     

ثٌذي هثلثچٌذضلؼي عبدُ حلشًٍي ؽجِ     الگَريتن پیؾٌْبدي تب 

 ة(.-12گزدد )ؽىل ؽذُ ايجبد هي
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 )الف(

 
 )ة(

خرٍجی الگَریتن ایجاد چٌذضلعی سادُ  -. ب    ٍرٍد بِ لایِ  -الف -12شکل 

 بٌذي شذُهثلثحلسًٍی شبِ

الگَريتن اثتىبري ارائِ ؽذُ دٍ ثزاثز تؼذاد ًمبط هَجَد ثز  .1قضیِ

 . وٌذي هحذة، چٌذضلؼي عبدُ تقبدفي تَلیذ هيلايِتزيي رٍي ثیزًٍي

 اثجبت.

اس آًجبيي وِ ًمطِ ؽزٍع الگَريتن ّز يه اس ًمبط چٌذضلؼي 

تَاًذ ثبؽذ ٍ جْت اجزا ًیش عبػتگزد يب تزيي لايِ هيهحذة ثیزًٍي

پبدعبػتگزد اًتخبة گزدد، لذا دٍ ثزاثز تؼذاد ًمبط هَجَد ثز رٍي 

 چٌذضلؼي عبدُ تقبدفي تَلیذ خَاّذ ؽذ. ي هحذة،تزيي لايِثیزًٍي

-ؽجِ وذ هزثَط ثِ الگَريتن ايجبد چٌذضلؼي عبدُ حلشًٍي ؽجِ

 ثبؽذ:سيز هي ثِ فَرتثٌذي ؽذُ هثلث

 

 اثجبت درعتي الگَريتن 
ّبي هحذة ثزاي ّز هجوَػِ در گبم اٍل الگَريتن چَى تؼذاد لايِ

 ثذيْي اعت.     ( لذا ٍجَد ًمطِ     اعت )   اس ًمبط، 

 ∆   ، هثلث   ي در گبم عَم الگَريتن ثز رٍي لايِ .1لن

لبثل رٍيت ًجبؽذ ًمبطي    اس طزيك رأط    هفزٍك اعت اگز رأط 

 ٍجَد دارد.     ي جْت ايجبد سًجیزُ همؼز اس لايِ

لبثل رٍيت ًجبؽذ ثِ ايي هؼٌي اعت   اس رأط   اگز رأط  اثبات.

ٍالغ ؽذُ اعت. اس ثیي ايي ًمبط  ∆   در      ي وِ ًمبطي اس لايِ

اعت را پیذا   اي وِ داراي ووتزيي ساٍيِ لطجي ًغجت ثِ رأط ًمطِ

گزد اعت ٍ لذا ثز چپ    ًبهین. ثذيْي اعت وِ هي  وزدُ ٍ آى را 

رٍي سًجیزُ همؼز لزار خَاّذ گزفت اس ايي رٍ ٍجَد سًجیزُ همؼز لبثل 

 ثَد.اثجبت خَاّذ 

ي ٍ ٍلَع اٍلیي تمبطغ ثب لايِ   ي ثب ؽزٍع الگَريتن ثز رٍي لايِ

ٍ    گزد را ٍ ايجبد سًجیزُ همؼز، اٍلیي ًمطِ در جْت پبدعبػت     

در هزحلِ    ي )ثب هلالبت آخزيي ًمطِ رٍي لايِ   آخزيي ًمطِ را 

هتقل ثبؽذ    ثِ      ي اس طزيك لايِ   ًبهین. اگز دٍم الگَريتن( هي

اًذ )توبهي ًمبط ثِ پبيبى رعیذُ     ي ثِ ايي هؼٌي اعت وِ ًمبط لايِ

ي اًذ( ٍ لذا الگَريتن را ثبيذ اس لايِدر ايجبد سًجیزُ همؼز اعتفبدُ ؽذُ

ي هبًذُ ثز رٍي لايِايٌقَرت اس ثیي ًمبط ثبلي زیدر غاداهِ دّین      

ي لطجي ًغجت ثِ آخزيي ًمطِ ثز رٍي لايِ ًمطِ ثب ووتزيي ساٍيِ     

اس ايي ًمطِ  vًبهین. ثذيْي اعت وِ هي vرا پیذا وزدُ ٍ آى را    

 ثبؽذ.( لبثل رٍيت هي  ي )آخزيي ًمطِ ثز رٍي لايِ
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بٌذي هجوَعِ هثلثّاي پیشٌْادي شبِتحلیل الگَریتن .5

 ًقاط

[ ٍ 13ثَدُ]         ايجبد گزاف لبثل ديذ داراي هزتجِ سهبًي 

[. 14ثبؽذ]هي         اي ّبي هحذة لايِهزتجِ سهبًي ايجبد پَعتِ

ّبي پیؾٌْبدي جْت ايجبد ثب اجزاي ّز وذام اس الگَريتن 4در ثخؼ 

خط ٍافل ثیي دٍ ًمطِ، هَضَع لبثل رٍيت ثَدى دٍ ًمطِ ثبيذ پبرُ

         ِ سهبًي آى ثزرعي ؽَد وِ ثب ايجبد گزاف لبثل ديذ هزتج

-ثٌذي ثزاي ايجبد ول ؽجِهثلثاعت. ثب تَجِ ثِ هغطح ثَدى گزاف ؽجِ

ؽَد، لذا در هجوَع هزتجِ سهبًي سهبى فزف هي     ّب حذاوثز هثلث

 ثبؽذ.هي         ّب ايي الگَريتن

 گیريًتیجِ .6

ثٌذي هجوَػِ ًمبط هثلثي جْت ؽجِجذيذ يّب رٍػدر ايي همبلِ 

اي ثَد وِ اثتذا ثزاي هجوَػِ در ففحِ هطزح ؽذ. رًٍذ وبر ثِ گًَِ  

اي ايجبد ؽذُ ٍ عپظ ثب اػوبل ّبي هحذة لايِدر ففحِ پَعتِ  ًمبط 

-ّب، ؽجِثز رٍي لايِ ّب آىدر هَاردي تزویجي اس آى ٍ يب  ّب رٍػيىي اس 

-هثلثِ دٍ رٍػ اس ؽجِّب ًؾبى داد وگزديذ. ثزرعيثٌذي اًجبم هثلث

ّبي ثٌذيْبي اًجبم ؽذُ وویٌِ ثَدُ، ثِ ايي هؼٌي وِ تؼذاد ؽجِ هثلث

هَرد ًیبس در آى ووتزيي  يّب بليؽجِ هثلث ٍ تؼذاد     تَلیذ ؽذُ 

در ايي همبلِ الگَريتوي ّوچٌیي  .ثبؽذهي     همذار هوىي يؼٌي 

ثٌذي هثلثؽجِجذيذ ثزاي ايجبد يه چٌذضلؼي عبدُ حلشًٍي ؽىل 

ثب اعتفبدُ اس  وِدر ففحِ ارائِ ؽذ.   ؽذُ اس هجوَػِ ًمبط تقبدفي 

-تزيي لايِ هحذة تب درًٍيايي الگَريتن پیؾٌْبدي ثِ تزتیت اس ثیزًٍي

-هثلثدرپي، چٌذضلؼي حلشًٍي ؽجِّبي پيهثلثتزيي لايِ ثب ايجبد ؽجِ

هجوَػِ ّبي عبدُ اس رٍي ايجبد چٌذضلؼي .ثٌذي ؽذُ ايجبد گزديذ

ّبي اثتىبري در ًمبط تقبدفي داراي وبرثزدّبيي ًظیز ثزرعي الگَريتن

ّبيي ثزاي تَلیذ ثبؽٌذ ٍ لذا الگَريتنهغبئلي چَى هَسُ ٌّزي هي

 چٌذضلؼي ثغیبر در ايي وبر هؤثزًذ.
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